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Exercices complementaires de la Serie 3 

1/ Operateurs - Adjoint d’une expression 

A/ Soient A, B et C des operateurs lineaires. 

1) Montrer que : 

• [A,BC] = [A,B]C + B[A,C] 

• [A,[B,C]] + [B,[C,A]] + [C,[A,B]] = 0 Identite de Jacobi 

• [A,B] + = [B + , A + ] ; que peut-on dire si A et B sont hermitiques ? 

r n n ~' 

2) Etablir la relation : A, B n J = ^ B s [A, B] B 11 s 1 avec n entier > 1 

s=0 

et en deduire que [R a , P” ] = ihnP" -1 et [P a , R” ] = - ihnR" -1 (a=x,y,z). 

3) Calculer [R a ,F(P a )J et [P a ,G(R a )] ou F et G sont des fonctions d’operateurs P a et R a 
respectivement. 

Application : Calculer [R (/ ,S (/ (A)] avec S U (A) = exp(ikP a /h). 

B / Soient A et B operateurs, I'P) , | (p) et |<F) des kets de l’espace des etats, a et b sont des 
nombres complexes. Donner 1’ adjoint des expressions suivantes : 
a<0|A| x F> ; aj'F) (<£>|0) ; A I'P) <(|)|cp) ; |acp)<o|B|'P)(o| ; |bO)(cp| A|'P)<0|B + ; 

\di(p) <0|AB|'P)<0| ;ia<0|A|'P)(b(p|0) ; lia'P) e iaB |cp) 

II/ Diagonalisation - Degenerescence 

Soit A un operateur represente dans la base { lui>, lu^>, lu 3 > } par la matrice : 

(\ 1 

A = a 1 1 1 ou a est reel non nul 
v 1 1 K 

1) A est-il hermitique ? Determiner ses valeurs propres et vecteurs propres. 

2) A est-elle une observable ? 

3) Ecrire la matrice de A et celle de F(A) dans la base propre de A. Faire application pour 
e^ et VA . 

Ill/ E.C.O.C. 

On considere un systeme physique dont l'espace des etats ^ est de dimension 3 et soit 
{ 1 1>, I2>, I3> } une base orthonormee de Les kets de cette base sont des vecteurs propres de 
deux operateurs A et B (independants du temps) : 

A ll> = a ll> B ll> = b ll> 

A I2>= a I2> B I2> = — b I2> 

A I3> = 0 B I3> = - b I3> 

ou a et b sont des constantes reelles non nulles. 

L'operateur hamiltonien H du systeme (aussi independant du temps) est tel que : 

HI1> = EI1> + eV3I2>; H I2> = eV 3 ll> - E I2> ; H I3> = E I3> 
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1) A et B sont-ils des observables ? 

2) Les ensembles {A}, {B}, {A,B} sont-ils des E.C.O.C. dans £? 

3) Ecrire la matrice representant H dans la base {I i >}, i=l,2,3. Determiner les valeurs propres 
et les vecteurs propres de H. 

4 ) Verifier que H commutent avec A et donner une base formee de vecteurs propres communs 
a H et A. Les ensembles {H} et {A, H} forment-ils des E.C.O.C. dans \ ? 



IV/ Elements de matrice 

Soit H l’operateur hamiltonien d’un systeme physique. On designe par |(p„) les vecteurs propres 
de H, de valeurs propres E n : H |(p n ^ = E n |(p„^) 

1) A etant un operateur quelconque, demontrer la relation : (c|) n | [A, H] 1 4> n ) = 0 

2 ) On considere un probleme a une dimension, oil le systeme physique est une particule de masse 

1 9 

m, et d’energie potentielle V(X) ; dans ce cas, H s’ecrit : H = P + V(X) 

2m x 

a) Calculer en fonction de P x , X, V(X) les commutateurs : [H,P X ], [H,X] et [H,X P x ], 

b) Montrer que 1’ element de matrice ^(p n |Px|(pn^=0. 

c) Etablir une relation entre les deux elements de matrice : ( ( P n |'|“ 1 '| ( P n ) et • 

k 

d) On considere que V(X) = V 0 X (k=2,4,6... ; V 0 > 0), Trouver la relation entre : 

p2 

< T >= ((Pn | 2^| 9n > et <V> = (q> n |V(X^cp n ) . 

V. Particule dans un champ electrique (Extrait du Controle 2013) 

On considere un probleme a trois dimensions ou le systeme est une particule de masse m et de 
charge q plongee dans un champ electrique statique uniforme 8 parallele a l'axe Oz d'un repere 
cartesien Oxyz. Soit H une observable associee au systeme et qui s'ecrit : 

P 2 

H = - qSZ 

2m 

oil P est l’observable impulsion et Z est l’observable position suivant l’axe Oz. 

1) Calculer les commutateurs : [P x , H] , [P y , H] et [P z , H]. 

2 ) On designe par l®> un vecteur propre de H associe a la valeur propre E supposee non 
degeneree ; soit : H l®> = E l®>. 

a) Montrer que l®> est aussi vecteur propre de P x associe a une valeur propre que l'on 
notera a. Meme question pour P y avec P comme valeur propre. 

b) Ecrire en representation position l'equation aux valeurs propres de P x et celle de P y et 
montrer que l'on a : 

(r I ®) = exp(^ XXXl ) . exp(^^) . cp(z) oil (p est une fonction de z. 

' 7 h h 

c) En utilisant la meme representation pour l'equation aux valeurs propres de H, montrer 
que l'equation differentielle verifiee par cp(z) se met sous la forme : 

— + kz(p(z) = -^ r (p(z) avec k = e t a 2 + p- + ^“= 2mE 

dz" h Tr 

_ ti d 

Rappel : (f|®) = ®(r); (r |z|®) = z®(r) et (r|Pj<D^ = — — ®(r) avec p = x,y,z 
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